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Re´sume´ :
L’e´tude de la stabilite´ des ondes a` courtes creˆtes interfaciales en profondeurs infinies soumises a` des
perturbations superharmoniques infinitisimales a e´te´ entreprise. L’e´coulement de base est ge´ne´re´ par
l’interaction oblique de deux trains d’ondes de meˆmes caracte´ristiques. On montre que les instabilite´s
superharmoniques s’identifient a` des re´sonances harmoniques, comme les ondes de surface tridimen-
sionnelles. Les re´sultats obtenus mettent en e´vidence un rapport des densite´s au voisinage de 0.08 pour
lequel le taux d’amplification est maximal. De plus une re-stabilisation est observe´e pour un rapport
des densite´s autour de 0.36.
Abstract :
A numerical investigation of the stability of short crested interfacial gravity waves of infinite depths to
infinitesinal three dimesnional superharmonic perturbation has been realized. The basic flow is defined
as a superposition of two-dimensional progressive wave trains of equal wavelengths. Like tridimensional
surface waves, harmonic resonance is associated with a superharmonic instability of class I. The results
shows that the existence a value of density ratio near 0.08 for which the growth rate is maximal. In
the other hand, we observe a re-stabilization when the density ratio is in the vinicity of 0.36.
Mots clefs : Onde interfaciale a` courtre creˆte, perturbation superharmonique, re´sonance
harmonique
1 Introduction
L’inte´reˆt du proble`me de la stabilite´ des ondes interfaciales est attribuable au caracte`re instationnaire
de plusieurs processus naturels ou industriels. Ces ondes se dissipent notamment par de´ferlement dont
on sait que le me´lange induit est capital pour l’e´quilibre sous-marin. Leurs mouvements contribuent
au transport des se´diments et a` la remise en suspension des de´chets. Les charges subies par les in-
frastructures marines sous l’effet de la pre´sence d’ondes internes peuvent eˆtre importantes. Les ondes
interfaciales interviennent e´galement dans d’autres situations physiques qui ont lieu en dehors des
oce´ans, des mers et des lacs. On les rencontres dans les syste`mes de lubrification, de re´frige´ration, en
ae´rodynamique, dans les re´acteurs chimiques....
Ce travail est une extension naturelle de l’e´tude de la stabilite´ des ondes a` courtes creˆtes re´alise´e
par Ioualalen [2] au cas des ondes interfaciales a` courtes creˆtes. Il s’agit, en particulier, d’analyser
l’influence du rapport des densite´s sur le taux d’amplification et la zone instable.
Les ondes a` courtes creˆtes peuvent eˆtre ge´ne´re´es, soit par l’interaction non line´aire de deux trains
d’ondes de meˆme amplitude qui se propagent suivant des directions diffe´rentes, soit elles naissent
spontane´ment par bifurcation de vagues bidimensionnelles. Dans notre cas, ces ondes sont obtenues
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par interaction d’un train d’ondes interfaciales avec sa re´flexion sur une paroi verticale, comme indique´
dans la figure (1). Le parame`tre θ est l’angle entre la direction de l’onde incidente et la normale au mur.
Le cas θ = 0, correspond a` une onde stationnaire. Pour θ = pi/2, il s’agit d’une onde bidimensionnelle
progressive. Le proble`me de la stabilite´ consiste a` superposer des ondes de base que sont les formes per-
manentes obtenues par Allalou et al.[1] et de petites perturbations harmoniques. La me´thode utilise´e
pour re´soudre le proble`me est celle des perturbations. En utilisant le logiciel du calcul formel MAPLE,
une solution analytique d’ordre 4 a e´te´ calcule´e, puis une extension nume´rique jusqu’a l’ordre 27 a
e´te´ re´alise´e (voir [1]). En particulier, cette me´thode a permis de mettre en e´vidence le phe´nome`ne de
re´sonance harmonique. Physiquement, ce dernier se produit lorsque le fondamental se propage avec la
meˆme vitesse de phase avec un des harmoniques d’ordres supe´rieurs. Mathe´matiquement, la re´sonance
se traduit par l’apparition des diviseurs nuls. Ces re´sonance peuvent induire des instabilite´s de l’onde.
Afin de mieux caracte´riser ces re´sonances, une e´tude de la stabilite´ line´aire a e´te´ entrepise. Pour les
ondes de surface tridimensionnelles, les re´sonances harmoniques correspondent a` des instabilite´s super-
harmoniques. En profondeur infinie, ces instabilite´s ont des taux d’amplifications faibles et ne peuvent
apparaˆıtre que de manie`re sporadique ([2]).
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Figure 1 – (a) Repre´sentation sche´matique d’une onde interfaciale. (b) : Ge´ne´ration d’ondes a` courtes
creˆtes de formes permanentes par re´flexion d’une onde interfaciale plane sur un mur vertical a` une
incidence θ par rapport a` la normale au mur.
2 Formulation du proble`me
Nous conside´rons la re´flexion oblique sur une paroi verticale d’un train d’ondes uniforme de gravite´
se propageant a` l’interface de deux couches de fluides d’e´paisseurs infinies. L’e´coulement est suppose´
irrotationnel et les fluides parfaits, incompressibles et homoge`nes. Les proprie´te´s du fluide infe´rieur
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porteront l’indices 2 et celles de la couche supe´rieure l’indice 1.
On de´finit un repe`re mobile <∗(O∗, x∗, y∗, z∗, t) se de´plac¸ant a` la vitesse de l’onde de base. Les variables
x∗, y∗ et z∗ sont de´finies par : 
x∗ = x− ωt
y∗ = y
z∗ = z
(1)
ou` (x, y, z, t) sont les coordonne´es dans le repe`re fixe. Le champ de vagues ge´ne´re´ est celui des ondes
a` courtes creˆtes qui se propagent uniforme´ment dans la direction de la paroi. Ces ondes ont une
forme doublement pe´riodique suivant les deux directions (OX) et (OY) avec des longueurs d’ondes
λx = λ/ sin θ et λy = λ/ cos θ le long de ces deux axes. Ici λ repre´sente la longueur d’onde du train de
vagues incident et θ l’angle entre sa direction de propagation et la normale au mur.
Dans le repe`re R*, le proble`me des ondes interfaciales de gravite´ tridimensionnelles est re´gi par les
e´quations suivantes dans lesquelles nous avons ote´ les aste´risques pour des raisons de simplification :
φixx + φiyy + φizz = 0 z ≥ η pour i = 1 et z ≤ η pour i = 2
ηt + φixηx + φiyηy − φiz = 0 (i = 1, 2) a` z = η
µ
[
φ1t + η +
1
2(φ
2
1x + φ
2
1y + φ
2
1z)− 12(ω/m)2
]
−[
φ2t + η +
1
2(φ
2
2x + φ
2
2y + φ
2
2z)− 12(ω/m)2
]
= 0 a` z = η
φ1z = 0 a` z −→∞ et φ2z = 0 a` z −→ −∞
(2)
ici, m = sin θ, η est l’e´le´vation de l’interfac, ω est la fre´quence de l’onde non perturbe´e dans le repe`re
fixe et φi (i=1,2) repre´sentent les potentiels des vitesses des couches supe´rieure et infe´rieure respecti-
vement.
L’e´tude de la stabilite´ line´aire consiste a` superposer a` l’e´coulement de base des perturbations insta-
tionnaires periodiques d’amplitudes infinite´simales. On de´compose ainsi le mouvement comme e´tant
la somme d’une solution permanente et d’une perturbation :{
η(x, y, t) = η(x, y) + η′(x, y, t)
φi(x, y, z, t) = φi(x, y, z) + φ
′
i(x, y, z, t) (i = 1, 2)
(3)
ou` η(x, y) et φi(x, y, z) sont les solutions de formes permanentes dans <∗ et η′(x, y, t) et φ′i(x, y, z, t)
les perturbations avec :
η′(x, y, t) η(x, y) et φ′i(x, y, z, t) φi(x, y, z) (4)
φ1, φ2 et η ont pour expressions :
φ1 = −cX +
N∑
r=1
hr
∑
mn
brmn sinmX cosnY e
−αmnZ
φ2 = −cX +
N∑
r=1
hr
∑
mn
crmn sinmX cosnY e
αmnZ
η =
N∑
r=1
hr
∑
mn
armn cosmX sinmY
ω =
N∑
r=1
hrωr
(5)
Avec α2mn = (αm)
2 + (βn)2. α et β repre´sentent les nombres d’ondes adimensionnels suivant les
directions (OX) et (OY ) et sont de´finis par :
α = sin θ et β = cos θ.
Les inconnues armn, b
r
mn, c
r
mn et ωr intervenant dans ces solutions ont e´te´ de´termine´es en utilisant la
me´thode de´crite dans [1].
En substituant les relations (3) dans le syste`me d’e´quations (2) et en de´veloppant les potentiels des
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vitesses φ1 et φ2 autour de z = η(x, y) ainsi que leurs de´rive´es spatiales et temporelles, on obtient a`
l’ordre ze´ro les solutions de l’e´coulement de base exprime´ dans le repe`re mobile. Les de´tails de calculs
sont donne´s dans [1].
A l’ordre 1 on obtient le syste`me d’e´quations aux perturbations :
φ′ixx + φ
′
iyy + φ
′
izz = 0 z ≥ η pour i = 1 et z ≤ η pour i = 2 (6)
φ′iz − (ηxφ′ix + η′xφix)− (ηyφ′iy + η′yφiy)− η′(ηxφixz + ηyφiyz)
+η′φzz − η′t = 0 (i = 1, 2) a` z = η(x, y) (7)
µ
[
η′ + φ′1t + φ1xφ
′
1x + φ1yφ
′
1y + φ1zφ
′
1z + η
′ (φ1xφ1xz + φ1yφ1yz + φ1zφ1zz)]−[
η′ + φ′2t + φ2xφ
′
2x + φ2yφ
′
2y + φ2zφ
′
2z + η
′ (φ2xφ2xz + φ2yφ2yz + φ2zφ2zz)] = 0 (8)
φ′1z = 0 a` z −→∞ et φ′2z = 0 a` z −→ −∞ (9)
On cherche des solutions des e´quations de Laplace (6) ve´rifiant les conditions aux limites (7), (8) et
(9). On choisit des solutions ayant les formes :
η′ = e−iσt
J=∞∑
J=−∞
K=∞∑
K=−∞
aJKe
i(Jαx+Kβy)
φ′1 = e
−iσt
J=∞∑
J=−∞
K=∞∑
K=−∞
bJKe
i(Jαx+Kβy)e−γJKz
φ′2 = e
−iσt
J=∞∑
J=−∞
K=∞∑
K=−∞
cJKe
i(Jαx+Kβy)eγJKz
(10)
avec γJK =
[
(p+ Jα)2 + (q +Kβ)2
]1/2
, α = sin θ et β = cos θ.
3 Me´thode de re´solution
En portant les se´ries (10) et leurs de´rive´es spatiales et temporelles, tronque´es aux ordres M et N dans
les e´quations aux perturbations (7) et (8), et en utilisant une me´thode nume´rique de type Galerkin,
la re´solution des e´quations se re´duit a` celle d’un proble`me aux valeurs propores ge´ne´ralise´ :
Au = iσBu (11)
ou` u = [aJK , bJK , cJK ]
t est le vecteur propre correspondant a` la valeur propre σ. Les matrices com-
plexes A et B de´pendent de l’onde de base et des nombres d’onde p et q.
Pour h = 0, le proble`me aux valeurs propres peut se re´soudre facilement ; on obtient :
σsJK = s (γJKR)
1
2 − c0 (Jα) , s = ±1 (12)
avec γJK =
[
(Jα)2 + (Kβ)2
]1/2
, c0 =
1
α
(
1− µ
1 + µ
) 1
2
et R = ω20 =
1− µ
1 + µ
.
Une instabilite´ peut apparaˆıtre quand deux modes de signatures oppose´es ont la meˆme fre´quence :
σsJ1K1(h) = σ
−s
J2K2
(h) (13)
En substituant la relation (12) dans (13) et si l’on conside`re qu’une re´sonance harmononique (J,K)
correspond a` la collision de deux modes (J,K) et (−J,K), c.a.d. K1 = K2 = K et J1 = −J2 = J , on
obtient : [
(Jα)2 + (Kβ)2
]2
= J2 (14)
Cette e´quation peut eˆtre re-e´crite sou la forme suivante :
cos(θ) =
J4 − J2
K2 − J2 (15)
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Cette condition est identique a` la condition de re´sonance des ondes a` courtes creˆtes ([1]). Comme
les ondes de surface tridimensionnelles, les instabilite´s superharmoniques des ondes a` courtes creˆtes
s’identifient a` des re´sonances harmoniques. La recheche des instabilite´s est effectue´e au voisinage des
poˆles correspondant aux re´sonances harmoniques (J,K).
4 Re´sultats et discussion
Nous nous sommes inte´resse´s, en particulier, a` la re´sonance qui est la plus forte en profondeurs infinies
et qui se produit pour un angle θ = 53.23◦. La figure (2) repre´sente la fre´quence, Re(σ), et le taux
d’amplification, Im(σ), de la perturbation en fonction de l’onde de base pour θ = 53◦, voisin de
l’angle de re´sonance θRH = 52.23
◦, pour un rapport des densite´s µ = 0.1. Lorsque l’amplitude de
l’onde atteint la valeur h0 = 0.2419, une instabilite´ naˆıt par la coalescence de deux valeurs propres
associe´es aux perturbations (2, 6) et (−2, 6). L’instabilite´ a une fre´quence nulle relativement a` l’onde
de base. La figure (2(b)) montre un agrandissement du voisinage h0. La taille de la bulle d’instabilite´
est ∆h ≈ 0.0036, alors que le taux d’amplification maximal est de l’odre 1.7× 10−4. Cette instabilite´
est donc faible et la taille de la bande d’instabilite´ indique que cette instabilie´ est sporadique.
Pour analyser l’influence du rapport des densite´s sur le taux d’amplification Im(σ), on cherche d’abord
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Figure 2 – (a) Fre´quence, Re(σ), et taux d’amplification, Im(σ), en fonction de la cambrure de l’onde
base pour µ = 0.1 et θ = 53◦. (b) L’agrandissement au voisinage de h0.
les poˆles dus a` la re´sonance harmonique (2, 6). La figure 3 repre´sente les lieux des poˆles dans le plan
(µ, θ). Rappelons que la valeur de µ = 0 correspond au cas des ondes de surface tridimensionnelles
alors que pour µ = 1 c’est le cas des ondes de Boussinesq. L’instabilite´ inhe´rente a` la re´sonance
(2, 6) se de´veloppe au voisinage du poˆle correspondant. Les figures (4)(a,b) montrent le diagramme de
stabilite´ dans le plan (µ, θ) et l’e´volution du taux d’amplification maximal en fonction de µ pour une
cambrure de l’onde de base h = 0.1. Le taux d’amplification atteint un premier maximum σ
(1)
26 pour
un rapport des densite´s µ = 0.08, puis une restabilisation se produit pour une valeur de µ = 0.34. Un
deuxie`me maximum du taux d’amplification σ
(2)
26 est de´tecte´ pour un rapport des densite´s µ = 0.66.
Ce dernier est infe´rieur a` σ
(1)
26 presque de moitie´. Notons aussi que les taux d’amplifications maximaux
sont de l’ordre O(h6). Ils sont donc faibles par rapport a` ceux des ondes de surface tridimensionnelles
sous-harmoniques (de l’ordre de O(h2)).
5 Conclusion
L’e´tude de la stabilite´ line´aire des ondes a` courtes creˆtes soumises a` des perturbarions superharmo-
niques a permis de montrer que les re´sonances harmoniques sont des instabilite´s superharmoniques.
Ces instabilite´s apparaissent de manie`re sporadique dans le sens ou` les tailles des bulles d’instabilite´
sont tre`s faibles. De plus, il existe un rapport des densite´s µ = 0.08 pour laquelle l’onde interfaciale
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Figure 3 – Lieux des poˆles de la re´sonance (2, 6) en fonction du rapport des densite´s pour h = 0.1.
L’angle θ0 correspond a` l’angle de re´sonance pour h = 0.
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Figure 4 – (a) diagramme de stabilite´ dans le plan (µ, θ) pour h = 0.1, (b) L’e´volution du taux
d’amplification maximal en fonction du rapport des densite´s µ pour h = 0.1.
est la plus instable. Par ailleurs, pour un rapport des densite´s µ = 0.36, les ondes a` courtes creˆtes sont
stables aux perturbations superharmoniques.
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